从 技术 上 的 角度 上 看 ， 19 世纪 数学 中 最 独特 的 创造 是 单 复 变 函 数论 . 它 在 19 世纪 的 
数学 中 的 地 位 就 象 18 世纪 中 的 微 积分 一 样 .他 被 认为 是 抽象 科学 中 最 和 谐 的 理论 之 一 . 复 
变 函 数理 论 的 研究 起 源 于 部 分 分 式 的 积分 、 对 数 函 数 (在 负数 上 的 取 值 )、 保 形变 换 、 实 系 
数 多 项 式 的 分 解 等 问题 

复 变 函 数 就 是 自 变量 为 复数 的 函数 ( 有 时 也 简称 为 复 函 数 )， 可 以 视 为 实 函 数 的 一 种 自 
然 的 推广 . 实 函 数论 中 的 所 有 概念 都 可 以 平行 地 搬 到 复 函 数 中 来 ， 例 如 极限 、 连 续 、 导 数 、 
积分 、 级 数 收 和 敛 性 等 等 ， 此 外 ， 它 还 有 复数 集 自 身 的 结构 所 导致 的 独特 的 理论 

从 结构 上 讲 ， 复 数 集 和 实数 集 都 是 域 ( 最 简单 的 代数 结构 )， 都 是 完备 的 (对 于 收敛 序列 
取 极 限 封 闭 )， 二 者 的 差别 是 : 实数 集 是 全 序 集 而 复数 集 不 是 ;复数 集 是 代数 封闭 的 ( 任 一 
多 项 式 在 其 中 缘 有 根 ) 而 实数 集 不 是 ,我 们 将 着 重 介 绍 复 函 数 与 实 函 数 的 不 同 之 处 . 

1， 积 分 . 欧 拉 在 1776 年 之 后 直到 去 世 (1883 年 ) 写 了 一 系列 用 复 函 数 计 算 实 函 数 的 

积分 的 论文 ， 这 些 论文 都 在 他 去 世 之 后 才 发 表 。 他 发 现 的 一 个 重要 事实 是 : 如 果 一 个 实 函 
人 则 得 到 的 复 函 数 的 实 部 和 虚 部 之 间 存 在 密切 的 联系 。 详 言 之 ， 设 
2(z) 为 一 个 实 函 数 , 令 z = 2 十 这 ( 则 2G(z) = GZ 二 过) 的 值 通常 是 复数 )， 再 令 
2 和 azZ 二 这 =Mz 切 +iV 人 ， 则 MGzy) 和 (zy) 这 两 个 实 二 元 函数 必 满足 以 
下 的 关系 : 
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欧 拉 的 推导 是 简单 的 。 他 考虑 积 
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当 z 三 2Z 十 i 时， 也 是 复 函 数 . 记 Y = 己 (z 切 十 多 (zy) ,其 中 Przy) 和 Q(z,O 
为 二 元 实 函 数 ， 则 有 
忆 +i@ = /ov 十 ijV)(dz 二 idy). 


取 复 共 印 ， 就 有 
一 jiQ = /ov 一 iV)(dz -idy). 
由 以 上 二 式 就 解 得 


=- / wa- wdy @= | vdaz+Mdy 


ON 
P= /| 吉 andaz- dzty= /| 元 页 (一 dzdy) 一 有 dzdy 
0 


所 以 


如 果 当 初 的 函数 jz) 是 连续 的 〈 欧 拉 考 虑 的 都 是 连续 的 )， 并 且 开始 的 积分 路 径 取 为 闭路 
径 , 则 书 = 0 . 由 闭路 径 的 任意 性 即 知 二 重 积分 号 下 的 函数 为 0 。 对 于 积分 @Q 做 同样 的 
讨论 就 得 到 (*) 式 .。 这 就 是 现在 我 们 熟知 的 哥 西 - 黎 受 方程 。 达 朗 贝 尔 在 1752 年 的 论 
文 《关于 流体 阻力 的 一 个 新 理论 试 论 》 中 在 研究 理想 流体 的 运动 时 就 已 经 遇 到 过 满足 哥 西 
- 黎 曼 方程 的 函数 。 无 论 是 达 朗 贝尔 还 是 欧 拉 都 没有 对 于 复 函 数 进行 深入 的 讨论 。 

最 早 对 于 复 变 函 数论 作出 贡献 的 是 高 斯 ，1811 年 他 在 给 贝 塞 尔 (Bessel)(1784-1846) 
的 信 中 针对 贝 塞 尔 关于 对 数 积分 厂 些 的 一 篇 论文 指出 函数 的 (Z)( 其 表达 式 可 能 是 实 的 ) 
沿 复 平面 上 一 条 路 径 C 作 定 积分 gz)dz ， 得 到 的 结果 可 能 不 仅仅 被 积分 的 上 下 限 所 
决定 ， 有 时 会 因为 积分 路 径 的 不 同 而 改变 。 这 是 复 函 数 与 实 函数 的 一 个 主要 差别 之 一 ，( 一 
元 实 函数 的 定 积分 只 有 一 条 路 径 ， 因 而 不 会 发 生 这 个 问题 ). 他 断言 : 只 要 (z) (是 单 值 的 
并 且 ) 不 变 为 co ， 则 积分 与 路 径 无 关 ( 他 说 这 个 事实 的 证 明 并 不 难 ， 以 后 将 写 出 证 明 . 但 
事实 上 他 一 直 没 有 发 表 这 个 证 明 )， 如 果 %(z) 变 为 co ， 则 积分 可 以 由 于 路 径 的 不 同 而 取 
许多 值 .积分 奎 如 果 从 工 出 发 ， 路 径 不 包围 0 ， 则 得 出 的 积分 是 唯一 的 ， 如 果 路 径 包 
围 0 ， 则 要 在 不 包围 0 的 情形 所 得 到 的 值 上 加 或 减 去 2ri . 这样， 对 于 一 个 给 定 的 复数 
4 十 i ， 就 有 很 多 对 数 函 数值 1og(a 十 大 ) 。( 按 后 来 的 函数 的 定义 ， 他 关于 积分 与 路 径 无 
关 的 条 件 当然 不 够 ， 应 当 加 上 函数 %(z) 连续 的 条 件 . 但 是 按照 当时 对 函数 的 理解 ， 即 函数 
是 初等 函数 的 有 限 表达 式 ， 他 的 说 法 是 正确 的 )， 泊 哇 松 在 1820 年 的 一 篇 论文 中 也 谈 到 了 
积分 与 路 径 之 间 可 能 有 关 ， 他 也 以 对 数 积分 为 例 ， 考 虑 三 ) 坚 ， 令 Z = eig ,其 中 0 由 
(2 十 TD)r 变 到 0 . 则 
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高 斯 与 泊 哇 松 并 没有 发 表 过 关于 复 变 函数 的 更 重要 的 结果 . 复 变 函数 的 系统 理论 是 哥 
西 、 外 尔 斯 特 拉 斯 、 黎 曼 建立 的 . 

哥 西 在 1814-1825 年 间 由 抢 形 区 域 出 发 过 渡 到 一 般 的 区 域 ， 由 实 函数 过 渡 到 复 函 数 ， 
逐步 证 明了 只 要 d(z) 在 由 20 到 2 两 条 路 径 围 成 区 域 上 连续 ， 则 积分 9(z)dz 与 路 径 
无 关 .。 在 这 过 程 中 ， 他 说 : 在 “严格 并 且 直 接 由 实 到 虚 的 过 渡 ” 时 ， 他 心中 想 的 是 (上面 (+) 
式 中 的 ) 两 个 方程 . 哥 西 在 很 长 时 间 内 ( 1839 年 前 ) 认为 连续 函数 都 是 可 微 的 ，( 黎 曼 严 格 
区 分 了 可 微 和 连续 ， 由 导数 的 定义 出 发 容易 推导 出 : 如 果 一 个 复 函 数 /z) = jz 十 也) = 
M(D 轨 +iV(z 人 ,其 中 M(zy)，N(z;y) 为 Z， 0 的 二 元 可 微 实 函 数 , 则 复 函 数 2) 
可 微 当 且 仅 当 M(z,y)，N(zZ,y) 满足 哥 西 - 黎 曼 方程 .) 

哥 西 还 研究 了 函数 不 连续 的 情形 ,如果 帮 z) 以 z = 为 为 单 极点 ， 即 帮 2) 为 无 穷 但 
极限 jim (z 一 鼠 )j(z) = 下 (2) 天 co ， 两 条 路 径 围 成 的 区 域 包含 2 ， 且 jz) 在 此 区 
域 中 只 有 2 这 一 个 极点 ， 则 沿 着 两 条 路 径 的 积分 相差 2ri 玉 . 哥 西 将 此 尸 称 为 帮 z) 在 
21 处 的 贸 数 . 哥 西 的 这 个 结果 本 质 上 就 是 现在 所 说 的 留 数 定理 .他 后 来 给 出 了 留 数 定理 
的 现代 的 形式 ， 即 玉 (21) = 击 凡 /(z)dz ， 其 中 的 积分 路 径 是 沿 包围 2 的 小 圆周 . 

1831 年 哥 西 证 明了 解析 函数 在 一 点 处 的 值 可 以 用 包含 这 个 点 的 一 个 圆周 上 的 积分 表示 
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出 来 ， 他 的 公式 是 
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其 中 过 = Ze? , 而 了 是 了 在 点 z 处 (马克 劳 林 ) 级 数 展开 的 收敛 半径 .这 实际 上 就 是 
现在 的 村西 积分 公式 (jz) = 而 各 d46C ，《 按 正方 向 经 由 包含 z 的 一 条 闭路 ， 在 此 
闭路 包围 的 区 域内 上 解析 ) . 哥 西 还 研究 了 多 值 复 函 数 ， 但 是 这 方面 的 理论 是 由 黎 曼 商定 
的 。 哥 西 在 差不多 25 年 中 ( 直到 1843 年 ) 单独 一 人 发 展 了 复 函 数理 论 ， 

2. 解析 延 拓 . 外 尔 斯 特 拉 斯 研究 复 函数 的 途径 是 应 用 宕 级 数 .他 最 主要 的 贡献 是 创立 了 
解析 开拓 的 理论 . 许多 复 函 数 的 泰勒 级 数 常 有 一 个 收敛 半 径 ， 该 半径 对 应 的 圆 C 上 存在 一 
个 或 几 个 点 使 得 泰 勤 级 数 在 这 些 点 处 发 散 。 C 上 使 得 泰 勤 级 数 不 发 散 的 点 处 该 函数 仍然 可 
以 进行 泰勒 展开 ， 从 而 将 函数 的 定义 域 扩 大 到 收敛 圆 之 外 . 对 于 新 的 收敛 半径 对 应 的 圆周 又 
可 以 重复 上 述 作法 . 如 此 下 去 ， 可 以 得 到 所 讨论 的 函数 的 最 大 的 定义 范围 ,这 就 是 外 尔 斯 特 
拉 斯 在 1841 年 后 所 作 的 解析 开拓 .他 还 证 明了 可 微 复 函数 一 定 有 香 级 数 展开 式 (这 对 于 实 
函数 是 不 成 立 的 ) 用 它 的 这 个 展开 定理 与 哥 西 积分 公式 相 结合 ， 容 易 证 明 可 微 复 函 赦 的 导 
函数 仍然 可 微 .于 是 就 得 到 结论 一 个 复 函数 如 果 在 一 个 区 域 中 可 微 ， 则 在 该 区 域 中 无 穷 
次 可 微 .所 以 对 于 复 函 数 而 言 ,可 微 函数 、 无 穷 次 可 微 函 数 和 具有 泰勒 展开 的 函数 都 是 一 回 
事 。 通常 ， 具有 泰勒 展 开 的 函数 称 为 解析 函数 ， 所 以 人 们 也 将 复 可 微 函 数 称 为 复 解析 函数 
外 尔 斯 特 拉 斯 还 在 椭圆 函数 〈 即 双 周 期 函数 ) 方面 作 了 具有 基本 重要 性 的 工作 

3， 黎 曼 面 . 到 了 黎 曼 时 期 复 函数 的 基础 理论 已 经 建立 了 ， 但 是 并 不 完整 ， 主 要 的 问题 
是 多 值 函数 的 困扰 . 黎 曼 给 出 了 多 值 函数 的 一 个 完美 的 定义 域 ， 使 得 多 值 函 数 单 值 化 ， 这 就 
是 所 谓 的 歼 曼 面 。 例 如 W2 = z 所 定义 的 函数 w = 士 V3 是 二 值 的 。 黎 曼 对 于 此 函数 这 
样 构造 了 他 的 定义 域 ， 将 复 平 面 沿 实 轴 的 正 半 轴 切 开 ， 并 添加 一 个 无 穷 远 点 co ， 将 两 个 这 
样 的 带 颖 的 扩充 了 的 复 平面 友 在 一 起 ， 然 后 把 上 面 的 复 平面 的 的 幅 角 大 于 0 小 于 和 的 部 分 
相 邻 的 实 轴 切 色 与 下 面 的 复 平面 的 的 幅 角 接近 2 的 部 分 相 邻 的 实 轴 粘 合 起 来 ， 又 把 下 面 的 
复 平面 的 的 幅 角 大 于 0 小 于 和 的 部 分 相 邻 的 实 轴 切 颖 与 上 面 的 复 平面 的 的 幅 角 接近 2 的 
部 分 相 邻 的 实 轴 粘 合 起 来 ， 同 时 将 两 个 co 粘 合 . 这 样 就 得 到 幅 角 范围 为 0 到 47 的 一 个 
双 层 复 平面 . 当 2z 在 上 面 的 一 层 复 平面 上 时 ， 就 让 它 的 平方 根 取 幅 角 在 0 到 T 之 间 的 
值 ， 而 当 z 在 下 面 的 复 平面 上 时 ， 就 让 w 取 幅 角 在 T 到 27 之 间 的 值 。 这 样 就 使 得 w 成 
为 了 z 的 单 值 函数 . 

接着 黎 曼 研究 了 给 定 的 黎 曼 面 上 的 单 值 解析 函数 ， 他 所 定义 的 单 值 解析 函数 实际 上 是 我 
们 现在 所 说 的 半 纯 函数 。 所 以 这 种 函数 在 黎 曼 面 的 几乎 所 有 点 处 都 可 微 并 且 满足 哥 西 - 黎 
曼 方程 ， 黎 曼 在 给 出 了 满足 一 些 限制 条 件 ( 主要 是 极点 处 的 性 状 ) 的 ( 黎 曼 面 上 的 ) 半 纯 函 
数 . 反 过 来 ， 他 相信 黎 曼 面 上 的 单 值 解析 函数 会 导出 与 黎 曼 面 相关 联 的 二 元 代数 方程 ， 此 方 
程 定义 的 代数 曲线 经 过 适当 处 理 后 ( 奇 性 化 解 到 高 维 复 射影 空间 中 的 光滑 代数 曲线 ) 可 以 等 
同 (解析 同 胚 ) 于 当初 的 黎 曼 面 ， 但 是 关于 它 对 于 这 个 导出 过 程 他 并 没有 说 清楚 .他 进一步 
研究 了 这 种 代数 曲线 的 连通 性 ( 单 联通 或 多 连通 ) 以 及 亏 格 的 计算 公式 ， 成 为 后 来 的 黎 曼 - 
洛克 定理 的 主要 组 成 部 分 . 他 的 这 些 工作 芮 定 了 现代 的 紧 致 黎 曼 曲 面 ( 也 就 是 复 代数 曲线 ) 
理论 的 基础 . 

4. 椭圆 积分 . 构 圆 弧 长 的 计算 难 倒 了 数学 家 . 椭圆 弧 长 的 积分 无 法 写成 初等 函数 .事实 
上 ， 柳 维尔 在 1883 年 证 明了 椭圆 弧 长 的 积分 不 可 能 有 初等 表达 式 . 


顶 圆 写 十 斤 = 工 由 点 (0, 电 到 横 坐 标 为 zx (0 < z < a) 的 点 的 弧 长 为 
2 (1L =-K2z2)dz 


GT 二 0 到 7 


革 遇 着 二 汪汪 和 本 二 这 
椭圆 积分 的 权威 性 工作 是 由 勤 让 德 【Legendre)(1752-1833) 做 出 的 . 他 引入 了 三 类 椭 


圆 积 分 ， 即 
dZ 
| (1 一 z2)(1 一 K27z2) 
2Z2dz 
/ (1 一 z2)(1 一 K27z2) 


dZ 
(Z 一 avV(L 一 2Z2)(1 一 1272) 


在 他 之 前 欧 拉 得 到 了 椭 圆 积分 的 加 法 定理 . 勤 让 德 通过 变量 (替换 例如 Z = sing) ， 将 上 
述 积分 化 为 简单 的 形式 ， 例 如 第 一 类 椭圆 积分 就 变 成 了 
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这 个 积分 很 象 arcsinz = 广 -2 ， arcsin yz 的 反 函 数 Sin Z 是 一 个 周期 函数 ， 而 且 有 
加 法 公式 等 算术 性 质 。 于 是 阿 贝尔 (Abel)(1802-1829) 从 另 一 个 角度 考虑 则 圆 积分 ， 把 积 
分 的 变 上 限 2 视 为 弧 长 凤 的 函数 ， 进 一 步 地 将 b 视 为 弧 长 愉 的 函数 。 这 个 想法 也 出 现在 
雅 可 比 (Jacobi)(1804_1851) 的 工作 中 。 雅 可 比 引 入 了 函数 


am4 一 


他 引入 的 其 他 函数 记号 后 来 被 简化 为 


Sn 4 一 7， cn 人 一 cos 内 dnv=AW1 一 1 妇 2sin2 内 


其 中 的 丰 称 为 酉 圆 积 分 的 “ 模 ” (0 < 8 < 1) 。 这些 函数 被 称 为 ”椭圆 函数 (Sn 、 cn 和 
dn 分 别称 为 椭圆 正弦 、 椭 贺 余 弦 和 椭圆 6) ,容易 看 出 


sn2u 十 cn2u 一 1， dn2u 十 sn2 
以 及 am 上，sSn 4 都 是 奇 函数 ， cn ，dn ? 都 是 偶 函 数 . 
直观 上 容易 看 出 动 点 的 坐标 (或 幅 角 ) 是 槛 圆 绝 长 的 周期 函数 .所 以 定 积 


= (kb 可) 


dz 了 d0 
及 一 一 一 本 
) V (1 一 22)(1 一 大 212) 人 1 一 52sin20 
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与 查 圆 函数 的 周期 有 关 ( 若 用 及 = VI 一 巡 代 替 此 式 中 的 太 ， 所 得 到 的 ( 达 3) 也 与 周 
期 有 关 )， 事 实 上 ， sn cn 都 以 4K 为 周期 ，dn vv 以 2K 为 周期 . 

到 此 为 止 ， 一 切 都 是 在 实数 范围 内 讨论 的 . 阿 贝尔 进一步 将 椭圆 函数 推广 到 复数 上 , 他 
引入 
Sn(u 天/ 1 qdn(u; 1 ) 


cn(w 1 cn(iu， 天) 一 cnfw 1 dnfiu， 矿 ) 一 1 


sn 人 iu;,K) 一 1i 


其 中 各 函数 自 变量 后 面 的 友 和 太 表示 椭圆 积分 的 模 . 阿 贝尔 对 于 实 的 椭圆 函数 又 证 明了 加 
法 定理 ; 
Snu cn dnuo 十 Sn cnu : dnV 


加 1 一 K2Sn24W Sn27) 
cnu cnu 一 Snu dnu sn dnv 
和 1 一 12sn2w Sn2V 
dnuw.dnv 一 K2snu cnu :snu :cnw 
da(u 二 V) = 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 . 


1 一 [28n2 Sn2V 
应 用 这 些 公式 就 可 以 定义 一 般 的 复数 z = w 十 外 得 椭圆 函数 值 . 进而 阿 贝尔 证 明了 Snz 以 
2j 开 ' 为 周期 ，cnz 以 2( 开 十 开 )) 为 周期 ，dnz 以 和 4 开 ' 为 周期 ， 于 是 设 三 种 椭圆 函数 
都 具有 两 个 周期 ， 而 且 这 两 个 周期 者 是 实 线性 无 关 的 . 这 是 阿 贝 尔 的 伟大 发 现 . 于 是 这 些 椭 
圆 函 数 就 完全 被 复 平 面 上 的 适当 的 平行 四 边 形 上 的 取 值 所 决定 。 

上 述 大 部 分 结果 也 被 雅 科比 独立 地 得 到 了 ,但 是 他 在 1827 年 的 《新 基础 》 一 书 中 所 用 
的 的 基本 方法 不 令 人 满 章 .后 来 ， 他 采用 了 不 同 的 起 点 。 他 定义 了 四 个 0 枯 数 ,用 他 们 可 以 
将 上 述 的 三 个 椭圆 函数 表达 出 来 。 这 四 个 0 天 数 是 


00(v) 一 00(u; T) 一 一 >， (人 6 
l (w) 三 O1(u; T) 一 1 > ， [人 


02(v) 三 02(u; T) >， 6ir(m 一 re(2m 一 DJiro， 


Oo 


bs(u) bs(u; 了 ) 2 》， eirr2Te2irmu 
雅 科 比 给 出 了 这 些 函 数 的 的 无 穷 级 数 和 无 穷 乘积 的 表达 式 ， 他 们 都 收敛 得 非常 快 . 
外 尔 斯 特 拉 斯 用 级 数 定 义 了 椭圆 函数 ， 主 要 是 所 谓 的 外 尔 斯 特 拉 斯 函数 : 
工 工 工 
二 2 (z 十 mnwl 十 mu)2 (mwl 十 mwp)2? 
(mm) 天 (0,0) 


其 中 wl 和 ws 是 两 个 实 线性 无 关 的 复数 。 P(z) 和 它 的 导 画 数 都 是 以 w1 和 ws 为 周期 的 
顶 贺 函 数 ， 并 且 任 一 以 w1 和 ws 为 周期 的 棍 圆 函数 都 可 以 表示 成 wl 和 w? 的 有 理 分 式 . 

构 贺 函数 在 人 分析、 几何、 数论、 物理、 力学、 天文、 大 地 测量 等 众多 学 科 中 都 被 广泛 地 
使 用 . 

5， 保 形 映 射 ， 将 解析 函数 w = jz) 看 作 由 z ( 复 ) 平面 到 岂 ( 复 ) 平面 的 映射 ， 则 
将 z 平面 上 的 一 个 区 域 刀 映 成 W 平面 上 的 一 个 区 域 Di . 这 种 映射 有 一 个 明显 的 特点 ， 
即 , 如 果 20 为 区 域 万 中 的 一 点 , 且 户 (z0) 头 0 , 则 从 加 出 发 的 一 条 射线 ! 的 像 在 /2z0) 
处 的 切线 的 倾角 等 于 ! 的 倾角 加 上 卢 (zo) 的 幅 角 ， 并 且 z0 在 各 个 方向 上 的 增 量 的 绝对 值 
在 映射 下 的 伸缩 程度 也 基本 相同 (这 因为 Auw = 卢 (z0)Az 二 o(Az)) . 于 是 区 域 刀 中 任 
一 点 处 的 两 条 相交 的 光滑 曲线 之 间 的 夹 角 在 映射 下 保持 不 变 . 所 以 解析 映射 具有 保 角 性 . 但 
这 并 不 是 说 直线 映 成 直线 ， 通 常 讲 来 ， 直 线 只 是 映 成 光滑 曲线 .例如 在 映射 由 = e2riz 下 
2 平面 上 的 实 轴 就 变 为 w 平面 上 的 单位 圆周 (无穷 多 层 螺旋 形 )。 如 果 jz) 在 20 导数 为 
0 ， 则 可 以 出 现 复杂 的 情形 。 这 种 “ 坏 ” 的 情形 有 时 非常 有 用 . 例如 ， 


(z 十 二 ) 
一 一 【之 一 
2 之 


称 为 站 科 夫 斯 基 画 数 ， 它 在 z = 士 1 处 导数 为 零 . 设 玉 为 : 平面 上 过 点 4 = 士 1 的 圆周 
其 圆心 O 位 于 虚 轴 上 (O = ai a > 0) ， 五 ' 为 与 到 相 切 于 2 = 工 处 的 包含 天 的 圆 。 
则 在 茹 科 夫 斯 基 函 数 下 ， 天 变 为 连接 1 和 一 1 的 一 段 (向 上 凸 起 的 ) 圆 弧 忆 〈 这 因为 
过 圆 内 一 定点 的 弦 被 交点 所 分 成 的 两 部 分 乘积 为 定 值 )， 而 天 ”就 变 成 在 点 上 处 与 了 相 切 
的 一 条 封闭 曲线 忆 ， 其 形状 很 象 飞机 机 可 的 痢 面 。 这 个 变换 对 于 计算 飞机 在 飞行 时 的 升力 
很 有 用 。 

虚数 本 来 是 难以 被 人 们 接受 的 虚无 采 吉 的 量 ， 于 是 复数 也 是 如 此 ， 复 变 函 数 就 更 不 可 琢 
磨 . 但 是 这 种 函数 却 有 很 多 理论 上 和 实际 上 的 应 用 . 这 体现 了 数学 的 一 个 特点 : 从 公理 出 
发 ， 经 过 正确 的 逻辑 推理 ， 得 到 的 结论 由 它 的 真实 性 . 


